OPCION A

1. (2’5 puntos) Halla los coeficientes a, b y c sabiendo que la funcién f: R - R
definida por f(x) = x3 + ax? + bx + c tiene en x = 1 un punto de derivada nula que no

es un extremo relativo y que la gréfica de f pasa por el punto (1,1).

Por un lado sabemos que la funcidn tiene en x = 1 un punto de derivada nula por lo que
f'(1) = 0 pero, ademas, no es un extremo relativo por lo que su segunda derivada no es

positiva y tampoco negativa, asi pues no queda otra que f" (1) = 0.

Por ultimo sabemos que su gréfica para por el punto (1,1) por lo que f(1) = 1.

Para poder aplicar todo esto calculamos en primer lugar f'(x) y f"'(x).

fx)=x3+ax?+bx+c

f'(x) =3x?+2ax+b

f"(x) =6x+2a
Luego:
f"(1)=0; 6+2a=0; 2a=—-6 ; a=-3
f'1)=0; 3+2(-3)+b=0; 3—6+b=0; b=3
f)=1; 1-3434+c=1; ¢c=0

Soluciéon:a =—-3,b=3yc =0.
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2. Considera las funciones f vy g: R = R dadas por f(x) = 6x —x%y g(x) = |x? — 2x|

a. (1’25 puntos) Esboza el recinto limitado por las graficas de fy g y calcula los puntos

de corte de dichas graficas.

b. (1’25 puntos) Calcula el area del recinto limitado por las graficas de fy g.

a. Comenzaremos por analizar cada una de las funciones por separado, tras esto

calcularemos los puntos de corte entre ambas graficas y por Ultimo representaremos ambas

sobre los mismos ejes utilizando la informacion obtenida:

f(x) =6x—x% (Pardbola)

Vértice

2" V,(3,9)
v, =f(33)=18-9=9

Uy

Puntos de corte con los ejes

*Eje 0X (y = 0)

x =0 0,0
6x_x2=0; X(6_x)=0; {6—x=0' x=6 ((60))
* Eje OY (x = 0)

f(0) =0 (0,0

g(x) = |x?—2z| _(Parabola en valor absoluto)

En primer lugar expresamos la funcién como funcién a trozos, para ello calculamos los

puntos que anulan la funcién que ademads coinciden con los puntos de corte con el eje OX:

x=0 (0,0)

2 _ > . 2 _ = . - =
x“—=2x20; x*—-2x=0; x(x—2) 0{x—2=0;x=2 (2,0)

+ - +
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x% —2x x<0
gx) ={2x—x? 0<x<2
x% —2x x> 2

Vértice

2 =2
T2 -2 V,(1,1)
v,=g1)=2-1=1

f(x) = g(x) (Puntos de corte entre ambas funciones)

6x —x?=x%>—2x ; —2x>+8x=0; x(—2x+8)=0 {—2x+8x=¢00; X =4
FA)=g#) =24—-16=8  (48)
6x —x*=2x—x*; 4x=0; x=0

f(0)=g(0)=0 0,0)

=10

b. Area = foz((6x —x%) — (2x —x%))dx + f24((6x —x%) — (x% — 2x))dx =

f02(6x —x?2=2x+x?)dx+ f24(6x —x2 —x%+2x)dx = f02 4x dx + f24(—2x2 + 8x)dx =

(ALZLZ)(Z)+(_23L3+82L2);1 = [Regla de Barrow] =2-4—-0+ (—2'3_43+4.42) _

.23
(-ZE+4-22)=8- Lt 64+ - 16 = Tu?
3 3 3 3

., , 56
Solucidn: El drea es de ?uz
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3. Considera el siguiente sistema de ecuaciones
x+2y+(m+3)z=3
x+y+z=3m
2x+4y+3(m+1)z=28

a. (1’75 puntos) Discutelo segun los valores del pardmetro m.

b. (0’75 puntos) Resuelve el sistema param = —2.

1 2 m+3 1 2 m+3 3
a.Sean A=(1 1 1 yA=[1 1 1 3m

2 4 3m+3 2 4 3m+3 8
1 2 m+3
Al =1 1 1 |=3m+3+4m+3)+4—-2(m+3)—-23Bm+3)—4
2 4 3m+3

=3m+3+4m+12+4-2m—-6—-6Mm—-6—4=-—m+3=0
m=3

*Sim # 3 entonces Rg(A) = 3 = Rg(A") = nincbgnitas luego, por el Teorema de Rouché-

Frobenius el sistema es Compatible Determinado.
*Sim=3

12 6 3 1 2 6 3
F2=F2—F1]
Rgl1 1 1 9 |= =Rg|l0 -1 -5 6
9( > Fy=F,—2F |~ "9

2 4 12 8 0 0 0 2

Rg(A) = 2 # Rg(A") = 3 luego, por el Teorema de Rouché-Frobenius el sistema es

Incompatible.
x+2y+z=3
b.m=-2 ; {x+y+z=—6
2x+4y—3z=28

1 2 1 3 F—F —F 1 2 1 3 x+2y+z=3
2 — 12 1
11 1-6 N[F:F—ZF]~ 0 -1 0-9 ;{ -y =-9
2 4 -3 8 373 1 \o 0 -5 2 —5z=2
2

—-5z=12; z=—c

; -y=-9; y=9
x+2y+z=3 ; x+2:9-2=3; x+18-2=3 ; x=3+--18 ; x=—-=
73 2

Solucién: x = % ¥V= 9 z= -

Matematicas Il — Andalucia — El Rincén de Hipatia 4



4. Considera los puntos P(1,0,—1), Q(2,1,1) y la recta r dada por

z+2
-2

x—5:y:

a. (1’25 puntos) Determina el punto simétrico de P respecto de r.

b. (1’25 puntos) Calcula el punto de r que equidista de Py Q

a. Hallamos en primer lugar el plano 7 que contiene a P y que es perpendicular a r, como

7 es perpendicular a r podemos usar n,, = dT =(1,1,-2):
mAx+By+Cz+D =0
mx+y—2z+D =0
Como P € mwsabemosque1l+0+4+2+ D = 0luegoD = —3 vy por tanto
mx+y—2z—3=0

En segundo lugar calculamos el punto de corte entre la recta r y el plano  al que
llamaremos M ya que sera el punto medio entre P y su simétrico (P"). Para calcular M
resolvemos el sistema formado pro las ecuaciones de la recta y el plano por lo que

expresaremos r en forma general.

x—=5=y ; x—y=5

Z+2
Y= ; —2y=z+2 ; 2y+z=-2
(x—y=5
Luego: {Zy Ly=_2

Resolvemos el siguiente sistema para hallar el punto M

2y +z=-2
x+y—2z=3

1 -1 0 5 1 -1 0 5
0 2 1 -=2]|~[Fs=FK-Fl~[o0 2 1 -2 |~[F,=F-F]

1 1 -2 3 0 2 -2 =2

1 -1 0 5
“(0 2 1 - 2)
0 0 -3 0

{ X—y=5

Matematicas Il — Andalucia — El Rincén de Hipatia 5



X—y=5 —-3z=0; z=0
2y+z=-2 ; 2y+z=-2; 2y=-2; y=-1
—-3z=0 x—y=5; x+1=5; x=4

Por lo que M(4,—1,0).

p+P’

Por ultimo, sabemos que M = S 2M =P+ P ; PP=2M—-P

2(4,-1,00—-(1,0,—1)=(8—-1,-2-0,0+1) =(7,—-2,1)
P'(7,-2,1)
Solucién: P(7,—-2,1)

b. En primer lugar expresamos r en forma paramétrica para ver qué forma tienen sus

puntos:
x=5+1
T y=42
z=—-2-21

Sea A el punto de r que equidista de P y Q, entonces A(5 + 1,4, —2 — 21) para algtn

valor de 4.
d(A,P) = d(4,0Q)
(4P| = (a0
[(1,0,-1) =5+ 4,4, -2=-21)=121,1) = (5+141,-2-22)]

(=4 =24, —-A1420)|=|(=3—=1,1—1,3+21)|

=202+ (D2 + 1+ 202 =/ (=3 -2+ (1 — D)2 + (3 + 21)2

16 4+ 814+ 2124+ 2124+ 1442 4+422=94+61+22+1 =21+ 22+ 9 + 121 + 42?

1
612+ 124+ 17=6A>+16A+19 ; —41=2 ; A=—=

2
wego (5 =33 -2-2(=)) =4 (-3 -1)

Solucién: El punto es A G, —%, —1)
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OPCION B

1. (2’5 puntos) Determina k # 0 sabiendo que la funcién f: R — R definida por

3 — kx? si x<1
=12
f() E si x>1

Es derivable.

Como sabemos que f(x) es derivable sabemos que es también continuay, silo es en R
debe serlo también en x = 1y esto es asumible tanto para la continuidad como para la

derivabilidad.

Continuidadenx =1

Para que f(x) sea continuaen x = 1 debe cumplirse f(1) = lirgl_f(x) = lir{1+f(x)
X— X—

f(1) = lim f() = lim (3 — kx?) =3 — k

. AL (DS 2
Jim FG) = Jim o=

Luego, como sabemos que es continua en x = 1 sabemos que 3 — k = %; 3k—k?=2

k?-3k+2=0 ; k

_ 3+V9-8 _ {kl =2
- 2 ( k2=1

Por lo que para que f(x) sea continua puede serk; =20k, = 1.

Sabemos que la funcion es derivable por lo que podemos calcular su derivada en todo R:

—2kx si x<1
’ = 2k
f'&) {_kz " si x>1
—2kx si x<1
/ = 2
f (X) {—m Si x>1

Derivabilidadenx =1

Para que f(x) sea derivable en x = 1 debe cumplirse f/(1) = f{(1)

f2Q) = lim f'(x) = lim (=2kx) = —2k

i) = lim f'® = lim (—i) __2
+ x—-1t kx? k

x—-1t
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. ! : 2
Por lo que, como sabemos que la funcién es derivable podemos asumir que —2k = — p

—2k?=-2; k?=1; k=+1

Como necesitamos el valor de k para que la funcion sea derivable y para que lo sea ha de
ser también continua podemos deducir que k = 1 ya que es el Unico para el que f cumple

ambas propiedades.

Solucion: k =1
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2. Considera las funciones f y g: R = R dadas por f(x) =3 —x%y g(x) = —xT

a. (1 punto) Calcula la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de f en el punto de
abscisa x = 1y comprueba que también es tangente a la grafica de g. Determina el punto de

tangencia con la grafica de g.

b. (0’75 puntos) Esboza el recinto limitado por larecta y = 4 — 2x y las graficas de fy

g. Calcula todos los puntos de corte entre las graficas (y la recta).
c. (0’75 puntos) Calcula el area del recinto descrito en el apartado anterior.

a. Para hallar la ecuacién de la recta tangente necesitamos la funcion derivada ya que la

pendiente de la recta depende de ésta por lo que en primer lugar calculamos f'(x)

f'(x) =—-2x

Recta tangentea f(x)enx =1

y=fO=fOx-1
fA)=3-1=2, fi()=-2
y—2=-2(x—-1)
y=—2x+2+2
La ecuacion de la recta tangente es y = —2x + 4.

Comprobemos que la recta es tangente también a g(x) en algin punto x = a.
Calculamos la derivada de g para poder calcular la recta tangente a esta funcion en el punto

X =a.

x
g9'(x) = -3

Recta tangenteag(x)enx =a

y—g(@ =g'(a)(x—a)

a’ a
g(a) = —7 fl(@=—-=

2
a? a
y—<—7> =-5;-a
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= =
—_— = ——X R
YT T TN
N a? a?
= ——X _—
Y 2 4
+ il
= ——X JE—
Y 4
2
Supuestamente larecta y = —%x + % es la misma recta tangente que y = —2x + 4
_% =_2
por lo que debe existir un valor de a tal que { 2
i
a 2 4 4
—_—_——= - ; - = — ; a =
2
a?
—=4; a’>=16 ; a= 14
4
Asi pues, para a = 4 las rectas coinciden vy, para dar el punto calculamos g(4) = —4. El

punto de tangencia es (4, —4).

b. Comenzaremos por analizar cada una de las funciones por separado, tras esto
calcularemos los puntos de corte entre las graficas y por ultimo representaremos las tres

funciones sobre los mismos ejes utilizando la informacion obtenida:

f(x) =3 —x% (Pardbola)

Vértice

Ve =5 =0 V,(0,3)

vy=f(0);3—0=3

Puntos de corte con los ejes

*Eje 0X (y = 0)

*Eje 0Y (x =0)

F(0)=3-0=3 (0,3)
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g(x) = —x%/4 _ (Parabola)

Vértice
= V,(0,0)
v, =9g(0)=0

Puntos de corte con los ejes

*Eje 0X (y = 0)

X
_TZO ; x2=0; x=0 (0,0)
*Eje OY (x = 0)
g(0) =0 (0,0
Otros puntos
-4 -2 -1 0 1 2 4
-4 -1 -1/4 0 -1/4 -1 -4

h(x)=v =4—2x (Recta)

Puntos de corte con los ejes

*Eje 0X (y = 0)
4-2x=0: 2x=4; x=2 (20)
* Eje OY (x = 0)
R0)=4—-0=4 (04)

f(x) = g(x)___(Puntos de corte entre fy g)

2
x
3—x2=—7 ;12 —4x?2=—x? ; 3x?=12 ; x*=4 ; x=42

f(=2)=9(-2)=3-4=-1; (-2,-1)
fQR)=g2)=3-4=-1; (2,-1)
f(x) = h(x)__(Puntos de corte entre fy h)

3—x?2=4—-2x; x*?-2x+1=0; x=—=1
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fH=h(1)=4-2=2; (1,2)

g(x) = h(x)___(Puntos de corte entre gy h)

x? 8++V64 — 64
—I=4—2x ; —x?>=16—-8x ; x>—8x+16=0 ; x=T=4

h()=gd) =—-4; (44

L
=

c.Area = flz(h(x) — f(x))dx + f;(h(x) —g(x))dx = f12(4 —2x—3+x¥)dx +

f24(4—2x+x72)dx=flz(xz—2x+1)dx+f24(x72—2x+4)dx= (%3—22i2+x)i+

(%%3—27362+4x)z=[RegladeBarrow]=(§—4+2)—(§—1+1)+GZ—4—16+

16)—(%2—4+8)=1u2

Solucidn: El 4rea pedida es de 1 u?
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3. a. (1’5 puntos) Justifica que es posible hacer un pago de 34,50 euros cumpliendo las

siguientes restricciones:

* utilizando unicamente monedas de 50 céntimos de euro, de 1 euro y de 2 euros;
se tienen que utilizar exactamente un total de 30 monedas;

* tiene que haber igual nimero de monedas de 1 euro como de 50 céntimos y 2 euros

juntas.

¢De cuantas maneras y con cuantas monedas de cada tipo se puede hacer el pago?

b. (1 punto) Si se redondea la cantidad a pagar a 35 euros, justifica si es posible o no

seguir haciendo el pago bajo las mismas condiciones que en el apartado anterior.

a. x = namero de monedas de 50 céntimos
y = numero de monedas de 1 euro

namero de monedas de 2 euros

zZ

Planteamos el sistema que resuelve el problema:

x+y+z=30 x+y+z=30
{0’5x+y+22=34’5 ; {x+2y+4z=69
y=x+z x—y+z=0

1 1 1 1 1 1 30
SeanA=(1 2 4)yA=(1 2 4 69

1 -1 1 1 -1 1 0

1 1 1 30\ w_p_pgq (1 1 1 30
1 2 4 69>~[2 z 1]~0 1 3 39)~[F3=F3+2F2]~

1 -1 1 0 B=FE-Rl \g 2, o —30
1 1 1 30
~<01339>
0 0 6 48

Rg(A) = 3 = Rg(A") = nlincbgnitas luego, por el Teorema de Rouché-Frobenius el

sistema es compatible determinado y por tanto tiene una Unica solucién. Resolvemos el

sistema:
x+y+z=30 6z=48 ; z=28
{y+32=39 y+3z=39 ; y+24=39 ; y=15
6z = 48 x+y+z=30; x+154+8=30; x=7
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Solucidn: La Unica forma en que se puede hacer es con 7 monedas de 0,5€, 15 monedas

de 1 euroy 8 monedas de 2€.

b. Planteamos el nuevo sistema:

x+y+z=30 x+y+z=30
{0’5x+y+22=35 ; {x+2y+4z=70
y=x+z x—y+z=0

1 1 1 1 1 1 30
SeanA=(1 2 4)yA =1 2 4 70

1 -1 1 1 -1 1 0

1 1 1 30\ pn_p_pq (1 1 1 30
1 2 4 70 ~[2 2 1]~0 1 3 40 |~[F;=F;+2F,]~

1 -1 1 0 B=FE-Rl \g 2, o —30
1 1 1 30
~<01340)
0 0 6 50

Rg(A) = Rg(A") = 3 = nlncbdgnicas luego por el Teorema de Rouché-Frobenius el

sistema es compatible determinado y por tanto tiene una Unica solucién. Resolvemos el

sistema:
{y+32=40 6z =50 ; ZZ?
6z =50

L . -, .25
Solucién: En este caso el problema no tiene solucién ya que no podemos utilizar ey

monedas de 2€.

Matematicas Il — Andalucia — El Rincén de Hipatia 14



4. Considera el punto P(2,—1,3) y el plano 7 de ecuaciéon 3x + 2y + z = 5.
a. (1’75 puntos) Calcula el punto simétrico de P respecto de .

b. (0’75 puntos) Calcula la distanciadePam

a. Hallamos en primer lugar la recta que pasa por P y es perpendicular a i, para ello,
como es perpendicular a i utilizaremos d,, = n; = (3,2,1).

x—2 y+1

: -3
r3 > z

Hallamos el punto de corte entre ry m al que llamaremos M ya que coincide con el punto
medio entre Py su simétrico (P"), para ello primero expresamos r como interseccién de dos

planos y tras esto resolvemos el sistema compuesto por las ecuaciones de la recta y el plano.

x—2 y+1
=—— ,; 2x—4=3y+3 ; 2x—-3y=7
3 2
y+1
T=2—3 ; y+1=2z2—-6 ; y—2z=-7
_{2x—3y=7
y—2z=-7

3x+2y+z=5
Resolvemos el sistema: { 2x—3y =7
y—2z=-7

3 2 1 5 3 2 1 5
2 =3 0 7 |~[F,=3F—-2FR]~(0 —-13 -2 11 |~[F; = 13F; + K]~
0 1 -2 -7 0 1 -2 -7

3 2 1 5
~{0 —-13 -2 11
0 0 -—-28 —80

20
—28z=-80 ; zZ=—
-13y -2z =11 —13y—-2z=11 ; -13y——=11 ; —13y=— ; y=—53
—282 = —80 7 4
3x+2y+z=5; 3 18+20—5'3— 2.3,
XTEYTZ=o 5 X7 T =0 0 X=0mg =Y 0 X7y
LuegoM(%,—;,?)ycomoM=% ; 2M=P+P'; PP=2M—P
11 9 20 8 11 19
2M—P=2(—,——,—)—(2,—1,3)=<—,——,—)
7 77 7 77
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Luego P’ (g, —%,g) .

_|32+42:(-1)+3-5| _ V14
b-dPm = e ¢

., . . Via
Solucidén: La distancia es de —u
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